﻿ s-ar transforma într-o bandă Möbius atunci când este lipită, ceea ce este imposibil din cauza orientabilității suprafeței Qt-i- Prin urmare, lipirea contururilor Іг și este echivalentă cu lipirea unui mâner în suprafața Qf (Fig ) Deci, trecerea de la Qt la Q* se reduce la tăierea unei găuri și trecerea de la Qț la , r > ) Rămâne de remarcat faptul că la trecerea de la Qo la suprafața inițială Q, toate miezurile sunt din nou lipite în suprafață (?o), adică fiecare dintre r găurile prezente în suprafața Qo este lipită cu un cerc Q se obține din sferă prin tăierea k găuri și prin lipirea tuturor cu mânere, adică Q este homeomorf la una dintre suprafețe ( ) Sarcini Formulați și demonstrați o teoremă privind clasificarea topologică a suprafețelor orientabile cu graniță Pe suprafață se desenează d contururi care nu se intersectează, iar după tăierea de-a lungul tuturor acestor contururi, suprafața rămâne conectată Demonstrați că d Pe o suprafață închisă Q s-a realizat o partiție topologic regulată: fiecare față este un pentagon, patru fețe converg la fiecare vârf Demonstrați că dacă numărul de fețe nu este un multiplu de opt, atunci suprafața Q este neorientabilă Pe o suprafață închisă Q sunt trasate trei drepte p, q, z, homeomorfe la un segment, care au capete comune și perechi nu au alte puncte comune Demonstrați că dacă o tăietură de-a lungul uneia dintre liniile p U ?> P U r, jU r lasă suprafața conectată, atunci cel puțin una dintre celelalte două are și această proprietate Dacă pe una dintre fețele unui dodecaedru regulat (Fig , a) continuăm toate laturile până la intersecție, atunci vom obține o stea regulată cu cinci colțuri (Fig , b) Două astfel de stele, construite pe feţele adiacente (Fig , c) au un segment comun ad Să îndrăznim însă să considerăm că aceste stele se alătură între ele doar de-a lungul segmentelor ab și cd, iar segmentul bc va fi considerat o intersecție "în plus" a acestor stele, datorită aranjarii "nefericite" a acestor stele în spațiu După ce am construit stele similare pentru toate fețele dodecaedrului (Fig , d), vom obține o suprafață Q situată în spațiu cu auto-intersecții (liniile de intersecție "extra" vor fi marginile originalului) Orez dodecaedru) Demonstrați că această suprafață este orientabilă și are caracteristica lui Euler %(Q) = - și, prin urmare, este homeomorfă pentru o sferă cu nouă mânere Este posibil să construiți o altă suprafață asociată cu dodecaedrul Adăugăm la conturul fiecărei stele segmente precum bc (Fig , c), astfel încât să obținem o linie întreruptă închisă cu cinci linkuri (auto-intersectându-se) Apoi îndreptăm aceste linii întrerupte eliminând auto-intersecțiile (astfel încât segmentele de tip anunț să devină laturi), iar pe fiecare dintre ele întindem câte o față (pentagon) Apoi obținem o suprafață formată din douăsprezece fețe pentagonale, iar numărul de vârfuri (cum ar fi a, d) va fi, de asemenea, , iar numărul de muchii Demonstrați că această suprafață este orientabilă și are caracteristica lui Euler x = •= ' și, prin urmare, este homeomorf la o sferă cu patru mânere Să construim pe fiecare față a cubului o "stea cu patru colțuri" (cu raze curbate; vezi Fig , a) astfel încât stelele învecinate să atingă marginile razelor (Fig , b) După construirea unor astfel de stele pe toate fețele cubului, se va obține o suprafață localizată Orez într-un spațiu cu auto-intersecții liniile de intersecție ("superflue" vor fi marginile cubului) Demonstrați că această suprafață este homeomorfă la P , Ce suprafeţe se vor obţine dacă construim "stele cu trei colţuri" (asemănător celei descrise în condiţia problemei ) pe feţele unui tetraedru, octaedru, icosaedru? Clasificarea suprafetelor inchise neorientabile O suprafață închisă neorientabilă poate fi localizată în spațiu numai cu auto-intersecții Exemplul , a prezintă o suprafaţă cu muchia I, iar în fig , b - secțiunea sa prin "gât" Orez Lipirea găurii I cu un cerc dă o suprafață închisă (Fig , c), care, totuși, se intersectează În realitate, nu ar trebui să existe o auto-intersecție - vrem să considerăm că ea apare doar din cauza "nefericitului" amplasarea suprafeței în spațiu Suprafața rezultată se numește sticla Klein Wow, cu o parte! plecând dintr-un punct situat pe suprafața exterioară a gâtului, puteți merge în interiorul gâtului (Fig , b) Exemplul Deoarece marginea benzii Möbius este homeomorfă la un cerc (Fig ), putem încerca să lipim Orez banda Möbius cu marginea sa până la marginea unei găuri tăiate pe o suprafață Pe fig , a prezintă o bandă Möbius (inel răsucit), iar în fig , b - o bucată din suprafața Q cu o gaură tăiată în ea Dacă "desfaceți" "paleta" interioară a suprafeței Q, atunci este ușor de văzut (Fig , c) ce este decupat în ea o gaură homeomorfă unui cerc Deoarece suprafețele prezentate în Fig , a și b au aceeași margine, apoi le putem lipi împreună, adică lipim banda Möbius într-o gaură rotundă tăiată în suprafața Q Adevărat, în acest caz banda Möbius se va intersecta cu suprafața Q, dar vom presupune că intersecția ia naștere doar din cauza unei aranjamente "nefericite" în spațiu Sigilarea unei găuri cu acarianul Möbius poate fi descrisă în alt mod Să tăiem banda Möbius de-a lungul liniei mediane Pentru a face acest lucru, trebuie mai întâi să lipim părțile laterale ale dreptunghiului (cu răsucire - astfel încât І s-a dovedit banda Möbius), apoi faceți o tăietură de-a lungul liniei tpr (Fig , a) Dar puteți efectua pașii în ordine inversă: mai întâi, tăiați dreptunghiul de-a lungul liniei tpr (Fig , b), apoi lipiți segmentele laterale (ținând cont de direcția săgeților) Pentru lipire, întoarceți jumătatea inferioară a dreptunghiului "pe dos în afară" (Fig , c) și aranjați jumătățile, ca în Fig , d Acum nu este greu să faci necesarul G b Orez lipirea (Fig , d') Vedem că tăierea benzii Möbius de-a lungul liniei mediane dă o figură care este homeomorfă unui inel Pe fig arată punctele rezultate din punctele m, p, p atunci când sunt tăiate de-a lungul liniei mediane Pe fig , punctele marcate identic sunt e și metric opuse Lipirea inversă transformă din nou inelul într-o bandă Möbius Prin urmare, dacă pe aceeași circumferință a inelului lipim împreună la fiecare două puncte diametral opuse, atunci obținem o bandă Möbius Acum să fie I conturul unei găuri rotunde pe o suprafață Q Să decupăm o bandă îngustă (inel) de pe suprafața din jurul găurii I și să notăm cu V conturul exterior al acestui inel (Fig ) Apoi obținem o suprafață homeomorfă la Q (doar cu o gaură V puțin mai mare) și separat un inel Lipim acum pe conturul I al inelului tăiat la fiecare două puncte diametral opuse; apoi inelul se va transforma într-o panglică Möbius Lipim această bandă Möbius în gaura Г Drept urmare, lipim în suprafața Q (mai precis, în suprafața homeomorfă cu aceasta) banda Möbius Dar tăierea suprafeței de-a lungul conturului Г și lipirea acestei tăieturi împreună nu s-a putut face: a fost suficient doar să lipim pe conturul I la fiecare două puncte diametral opuse Deci, lipirea fiecărui două puncte diametral opuse pe conturul unei găuri rotunde echivalează cu lipirea unei benzi Möbius în această gaură Exemplul În geometria proiectivă, punctele neintrinsece (infinit îndepărtate) sunt atașate punctelor din planul obișnuit (euclidian) Atașarea punctelor la infinit se face în așa fel încât Orez la fiecare linie dreaptă care trece în planul euclidian, este atașat un estru la infinit, în plus, pentru toate liniile paralele între ele, acest punct de la infinit este același (adică paralel liniile "se intersectează la infinit") și pentru liniile neparalele la infinit sunt puncte diferite Un plan completat de puncte la infinit se numește plan proiectiv Pentru a elucida structura topologică a planului proiectiv, se consideră o emisferă cu centrul o, tangentă la plan și situată astfel încât planul diametral al emisferei să fie paralel cu planul (Fig ) Design central din punctul despre este este o mapare homeomorfă a unei emisfere deschise (obținută prin îndepărtarea din emisferă a tuturor punctelor cercului care o delimitează) pe întregul plan euclidian Să trasăm acum o dreaptă I pe plan prin punctul tangent al emisferei și o dreaptă I' paralelă cu I prin punctul o sunt proiectate" (de-a lungul dreptei Γ) în același punct - până la punctul de la infinit a dreptei I În consecință, maparea unei emisfere cu graniță pe un plan completat de puncte la infinit (adică pe un plan proiectiv) nu este unu-la-unu: cele două puncte diferite mn , m de pe marginea emisfera corespunde aceluiași punct al planului proiectiv Pentru ca această mapare să devină unu-la-unu (și homeomorfă), este necesar să se lipească împreună la fiecare două puncte diametral opuse de pe marginea emisferei Cu alte cuvinte, planul proiectiv este homeomorf unei emisfere cu o bandă Möbius lipită de marginea sa (sau o sferă cu o gaură, care este lipită cu o bandă Möbius) De aici rezultă că planul proiectiv (spre deosebire de cel euclidian) este o suprafață unilaterală Acum putem formula cea de-a doua jumătate a teoremei Möbius-Iordan privind clasificarea suprafețelor, și anume, să oferim o enumerare a tuturor tipurilor topologic diferite de suprafețe închise neorientabile Notați cu Nq suprafața obținută dintr-o sferă prin tăierea q găuri în ea și etanșându-le pe toate cu benzi Möbius Se dovedește că suprafețele Nlt N , Nq, ( ) și oferă o clasificare topologică completă a suprafețelor închise neorientabile Sarcini Demonstrați că dacă o gaură rotundă este tăiată în suprafața NQ, atunci suprafața rezultată cu margine poate fi localizată în spațiu tridimensional fără auto-intersecții Pentru Kazan: suprafața rezultată este homeomorfă cu cea considerată în problema Demonstrați "atunci caracteristica Euler a suprafeței este egală cu - q M + n -J- p găuri sunt sculptate pe sferă; t dintre ele sunt sigilate cu ruchkimi, an - cu benzi Möbius Demonstrați că caracteristica lui Euler a suprafeței rezultate cu graniță este - m - n - p Demonstrați că graficul " case și puțuri" (ale căror margini sunt căi de legătură - câte unul de la fiecare râu la fiecare fântână) nu poate fi plasat fără autointersecții pe planul proiectiv, ci poate fi situat pe tor Pe suprafața Q a fost posibil să se deseneze un grafic "w case și n puțuri" Demonstrați că X (QX m + n - ~țr~ • Care dintre suprafețele ( ) este o sticlă Klein homeomorfă? Plan proiectiv? Ce suprafeţe se obţin dacă în fig , a, b, c, d lipiți (ținând cont de indicații) laturile marcate cu aceleași litere? În spațiul tridimensional R se ia banda Möbius, iar în spațiul quadridimensional R care conține R este luat punctul p e R La banda Möbius se adaugă toate segmentele de linie dreaptă care leagă p cu puncte situate pe marginea benzii Möbius Demonstrați că suprafața rezultată este homeomorfă cu planul proiectiv Demonstrați că orice suprafață Np poate fi localizată în B fără autointersecții Suprafețele ( ) nu sunt homeomorfe în perechi, deoarece au caracteristici Euler diferite (Problema ) Prin urmare, pentru a demonstra că suprafețele ( ) dau o clasificare topologică completă a suprafețelor închise neorientabile, rămâne de stabilit că fiecare suprafață închisă neorientabilă este homeomorfă uneia dintre suprafețele ( ) Acest lucru se dovedește exact în același mod ca la punctul Diferența este, în primul rând, că banda L (vezi Fig ) se poate dovedi acum a fi homeomorfă cu banda Möbius (deoarece sunt luate în considerare suprafețele neorientabile) În acest caz, suprafața Qf obținută după tăierea benzii Lt va avea o nouă componentă de margine (deoarece marginea benzii L,t adică banda Möbius, este homeo- V G Boltyansky, V A Efremovici mor fen circle) În schimb, (? +i se obține din Q* prin lipirea benzii L de unul dintre contururile aparținând marginii suprafeței Q*, adică se obține din (?* prin etanșarea unei găuri cu o bandă Möbius În al doilea rând, diferența este că lipirea contururilor și / din Fig - se poate realiza acum ținând cont nu neapărat de orientarea opusă asupra acestora (ceea ce echivalează cu lipirea mânerului, Fig ), dar, eventual , ținând cont de aceeași orientare a contururilor În acest caz, suprafața se obține din Q * prin etanșarea a două găuri cu benzi Möbius (Problema ) Astfel, argumentul din Secțiunea arată că orice suprafață închisă neorientabilă Q se obține din sfera prin tăierea k + q găuri și lipirea k găuri cu mânere și q găuri cu benzi Möbius În acest caz, , deoarece pentru q = am obținut o suprafata orientabila \, iar prin presupunere suprafata Q este neorientabila Rămâne de menționat că, dacă cel puțin o bandă Möbius este lipită în suprafață, atunci lipirea mânerului este echivalentă cu lipirea a două benzi Möbius (Problema ) Prin urmare, suprafața Q obținută dintr-o sferă prin tăierea k găuri și lipirea k mânere și q benzi Möbius (unde q > ) este homeomorfă unei sfere în care sunt decupate k -} - q găuri și toate sunt lipite cu benzi Möbius Cu alte cuvinte, Q este homeomorf la una dintre suprafețele ( ) Sarcini Două găuri sunt tăiate într-un cerc, iar contururile lor llt sunt lipite între ele, ținând cont de aceeași orientare față de ele Demonstrați că acest lucru este echivalent cu etanșarea ambelor găuri cu benzi Möbius Indicație, Să facem tăieturi suplimentare de-a lungul liniilor atpa ', cpqc * (Fig , a) și întoarcem piesa tăiată "pe dos în afară" (Fig , b) Acum lipirea contururilor lt și Іr se realizează direct (Fig , c) și rămâne să lipiți din nou tăieturile, adică să lipiți punctele "diametral opuse" pe cele două contururi Se decupează trei găuri în cerc și una dintre ele se etanșează cu o bandă Möbius, iar contururile celorlalte două găuri sunt lipite, ținând cont de orientarea opusă acestora (mâner) Demonstrați că acest lucru este echivalent cu etanșarea tuturor celor trei găuri cu benzi Möbius Instruire Să facem o tăietură suplimentară apoi întoarceți piesa tăiată pe dos (Fig ) Obținem o gaură "semilună", pe conturul căreia sunt lipite fiecare două puncte "diametral opuse" și încă două contururi care trebuie lipite, ținând cont de aceeași orientare față de ele Formulați și demonstrați o teoremă privind clasificarea topologică a suprafețelor orientabile pe ve cu graniță Orez Câmpuri vectoriale pe suprafețe Întrebarea luată în considerare în această subsecțiune este următoarea: Este posibil să construim un câmp continuu de direcții pe o anumită suprafață orientabilă Q, adică să alegem în fiecare dintre punctele sale un astfel de vector tangent diferit de zero, încât vectorul să se schimbe continuu la trecere? din punct în punct? Exemplul Pe o sferă, direcția de la nord la sud (Fig , a) are puncte singulare la poli; in aceste puncte / / / Orez avionul desenat vectorii indică în direcții diferite și continuitatea este întreruptă Același lucru se poate spune despre direcția de la vest la est (Fig , b) În general, după cum vom vedea mai târziu, nu există un câmp continuu de direcții pe întreaga sferă Aceasta este uneori formulată ca "teorema ariciului": dacă un "ghimpe" (un vector diferit de zero, care nu atinge neapărat sfera) crește din fiecare punct de pe suprafața unei sfere, iar direcția "ghimpilor" se schimbă continuu din punct în punct, atunci există cel puțin un "ghimpe" perpendicular pe sferă Într-adevăr, altfel, proiectând fiecare "ghimpe" ăq pe o tangentă în punctul a, din care acest "ghimpe" hatch" crește (Fig ), am obține un câmp continuu de vectori tangenți non-zero pe întreaga sferă, iar acest lucru este imposibil Pe fig , a, b prezintă vederea câmpurilor vectoriale considerate în exemplul , în apropierea polului nord, iar în fig , c - un punct singular mai complex (așa-numita șa) Când ocolim punctul singular o dată (de exemplu, în sens invers acelor de ceasornic), direcțiile vectorilor se vor completa în cazurile prezentate în Fig , a) și b) unul / / Xx ' ' N ' > Și ! fft ) Orez se rotește în același sens (Fig , a, b), iar în cazul fig , c) - o întoarcere, dar în sens opus (Fig , c) În acest sens, se spune că punctul singular din Fig , a (și mai departe orez b) are indicele + , iar punctul singular din fig , în - index - Remarcabilul matematician francez Henri Poincaré ( - ) a demonstrat că, dacă un câmp de vectori tangenți nenuli este dat pe o suprafață orientabilă închisă Q, continuă peste tot, cu excepția unui număr finit de puncte singulare, atunci suma indicilor tuturor puncte singulare sunt egale cu x (Q) - Exemplul câmp discontinuu de vectori tangenți nenuli fără puncte singulare Pe torus, totuși, există un câmp vectorial (de exemplu, se pot lua vectori direcționați de-a lungul paralelelor) Vom demonstra teorema Poincaré în două etape: mai întâi demonstrăm că pentru oricare două câmpuri vectoriale suma indicilor este aceeași, apoi construim un câmp pentru care această sumă poate fi ușor calculată Să fie date două câmpuri vectoriale nenule cu un număr finit de puncte singulare pe suprafața Q Vectorul primului câmp în punctul x va fi notat cu vt(x), iar vectorul celui de-al doilea câmp cu v (x) Să împărțim Q în poligoane mici, astfel încât Orez fiecare poligon conținea cel mult un punct singular al fiecărui câmp și toate punctele singulare se aflau în interiorul poligoanelor Rețineți că, dacă x nu este un punct singular al câmpului vz, atunci lângă punctul x putem roti vectorii acestui câmp, lăsându-l continuu (Fig : numărul de creștere a razei cercului de tori se întorc din ce în ce mai puțin) Folosind aceasta, rotim vectorii câmpului vt în apropierea vârfurilor în așa fel încât vectorii vz (x ) și p (xo) să coincidă la fiecare vârf xs (Fig ) Deoarece suprafața Q este orientabilă, este posibil să indicați direcția pozitivă de numărare a unghiurilor de pe ea (să zicem, în sens invers acelor de ceasornic, dacă priviți suprafața din exterior) Să luăm acum o muchie rx (Fig ) și să alegem o direcție pe ea (de exemplu, de la vârful a la b) Mai întâi, deplasându-ne de la a la b în această direcție, vom urmări vectorul (x), iar apoi, revenind de la b la a, vom urmări vectorul v (z) Când rulăm muchia z înainte și înapoi, vectorul pe care îl urmăm, mișcându-se continuu, se va întoarce la poziția anterioară (deoarece yi (a) - (a) și vr (b) - v ( )) Numărul de spire care face acest vector (ținând cont de direcția aleasă de numărare a unghiurilor), notat cu d (rj În Fig avem d (rj) \u d , d (r ) \u d , d (r ) \u d - Rețineți că dacă pe muchia m\ ia direcția opusă (de la b la a), atunci d (r\) își va schimba semnul (deoarece vectorul am ceas, se va întoarce în direcția opusă) Fie M unul dintre poligoane Când ocolim conturul său (în direcția pozitivă), vectorul vt (x) va face un anumit număr de rotații - vom nota acest număr cu zx (M), - iar vectorul vz (x) va face z ( M) revoluții Notăm cu r, r , , rk laturile poligonului M și definiți direcții pe ele corespunzătoare unei traversări pozitive a conturului acestuia (vezi Fig ) Să ocolim Rps contur (începând de la punctul i) în direcția pozitivă, urmând vectorul v (x), iar apoi (după revenirea la i) ocoliți conturul în sens invers, observând vectorul p (x) Ca rezultat, vectorul observat va face zk (M) - z (M) rotații Dar putem urmări rotațiile vectorilor "în părți": observând b\ (x) la deplasarea de-a lungul muchiei m\ și n (x) la deplasarea înapoi de-a lungul muchiei m\; în continuare, observând (x) la trecerea muchiei r și pa(x) la deplasarea înapoi de-a lungul muchiei r etc În acest caz se calculează d(rx) φ d(r ) φ f d (gk) revoluții Deoarece rotația totală nu depinde de ordinea în care sunt adăugate unghiurile de rotație ale vectorului pe fiecare dintre muchii, atunci P (M) - z (M) ~ d(rj f d (r ) f f d (rk) ( ) Din formula ( ) este ușor de derivat relația Szx (M) \u d (", ( ) în care însumarea se realizează pe toate poligoanele Într-adevăr, să însumăm egalitățile ( ) peste toate poligoanele Pe partea dreaptă a sumei rezultate, fiecare muchie r se va întâlni de două ori, deoarece două poligoane Mz și M i se alătură (Fig ) Dar cu o traversare pozitivă a conturului M±, muchia r va primi o direcție, și cu o direcție pozitivă Rps Orez ocolind conturul M - direcția opusă În consecință, d(r) apare o dată pe partea dreaptă și d(r) a doua oară Deoarece acest lucru se va întâmpla cu fiecare muchie, atunci zi (^ ~ Sz C^j = O- Fie M un poligon și x un punct singular al câmpului (x) situat în el Să construim un sistem de linii simple închise care leagă conturul poligonului M cu un cerc în jurul punctului x (Fig ) La trecerea de la o linie la o linie apropiată, numărul de rotații ale vectorului vx(x) ar trebui să se modifice puțin, deoarece câmpul uh(x) este continuu Dar numărul de rotații este un întreg și, prin urmare, nu se poate schimba "putin", adică rămâne constant în tranziția de la linie la linie Dar când ocolim conturul poligonului M, numărul de rotații este egal cu zx (M), iar când ocolim cercul în jurul punctului x , se obține indicele acestui punct Astfel, numărul zx (M) este egal cu indicele punctului singular x (dacă nu există puncte singulare în interiorul lui M, atunci zx (M) = ) Rezultă de aici că numărul zi (M) este egal cu suma indicilor tuturor celor puncte singulare ale câmpului (x) În mod similar, numărul (Af) este egal cu suma indicilor câmpului k (x) Din aceasta, în virtutea ( ), rezultă că suma indicilor pentru ambele câmpuri este aceeași Aceasta completează prima etapă Acum alegem un "centru" în interiorul fiecărui poligon și un "mijloc" pe fiecare margine și construim un câmp vectorial, așa cum se arată în Fig : de-a lungul marginilor, vectorii sunt direcționați de la vârfuri spre "mijloc", de la vârfuri Orez Vertex Fața "centrică" Orez vectorii ies, și vin în "centrele" poligoanelor Punctele singulare ale acestui câmp de pe suprafața Q vor fi vârfurile, "mijlocurile" și "centrele" În acest caz (Fig ), indicele fiecărui punct singular la vârf și în "centru" este - , iar indicele "mijlocului" marginii este - (șa) În consecință, pentru acest câmp (și deci pentru oricare altul) suma indicilor tuturor punctelor singulare este Sarcini Demonstrați că pe fiecare suprafață de cale închisă există un câmp vectorial cu un punct singular unic Demonstrați că pe fiecare suprafață cu graniță există un câmp vectorial fără puncte singulare (direcția vectorilor în punctele graniței trebuie să atingă suprafața, dar poate să nu fie tangentă la graniță) Demonstrați că teorema lui Poincaré rămâne valabilă pentru o suprafață orientabilă cu graniță dacă în fiecare punct al graniței vectorul este direcționat tangențial la această limită Demonstrați teorema lui Brouwer: dacă f: K -> K este o mapare continuă arbitrară a cercului K în sine, atunci există (cel puțin un) punct fix, adică un astfel de punct x e K, care trece sub maparea f în sine: f (x) = x Kazan e Dacă nu ar exista puncte fixe, atunci prin construirea vectorilor care merg de la fiecare punct x la punctul f(x), am obține un câmp vectorial continuu, fără singularități, diferit de zero Problema celor patru culori Zonele în care graficul finit G împarte planul vor fi numite "țări" Pe fig de țări A și B se învecinează (se învecinează între ele de-a lungul unei margini comune) Țările B yțffiwu și C sunt și țări de graniță (au Apas chiar si pe doua margini comune) Țările A și B nu sunt pe-/ , graniță: deși au i punct comun (vertex), dar Yu-m nu are margini °comune g' (Vrem să colorăm l' -țări în diferite culori pentru a s-a dovedit a fi o hartă politică Desigur, pentru ca țările să fie clar vizibile, ^ este- graniță necesară țările colorează Culori diferite Cu toate acestea, pentru a salva numărul de culori, este permisă pictarea țărilor nefrontaliere cu o singură culoare Care este numărul minim de culori necesare pentru a putea colora orice hartă din avion? Această problemă a fost formulată în de un student londonez, Guthrie, care a descoperit că patru culori sunt suficiente pentru a distinge județele pe o hartă a Angliei și a înaintat ipoteza că patru culori sunt suficiente pentru a colora orice hartă Aproape patruzeci de ani mai târziu, matematicianul englez Heawood a demonstrat că orice hartă de pe avion poate fi colorată cu cinci culori Treptat, problema celor patru culori a căpătat tot mai mult interes În , Ore and Stemple au demonstrat că orice hartă cu cel mult de țări poate fi colorată cu patru culori În prezent, se crede că validitatea ipotezei cu patru culori a fost stabilită Cuvântul "considerat" este folosit în legătură cu faptul că soluțiile cunoscute în prezent la această problemă se bazează pe utilizarea computerelor și sunt asociate cu performanța unui număr imens și nemărginit de calcule și cu verificarea corectitudinii calculelor este practic imposibil Prima soluție "mașină" a fost obținută în de către matematicienii americani K Appel și W Haken Cu ajutorul unei mașini (care i-a "ajutat" să îmbunătățească treptat programul original) au împărțit toate hărțile posibile în aproape de tipuri (indicate clar) și au compilat un program de calculator pentru studiul lor Pentru fiecare dintre aceste tipuri *) mașina a rezolvat (conform programului) problema: poate exista una din tipul de mașină luat în considerare care să nu fie vopsită în patru culori? Când, după ce a efectuat zeci de miliarde de operații aritmetice și logice, aparatul a dat răspunsul "Nu", a trecut la următorul tip de card etc După ce a primit răspunsul "Nu" pentru toate tipurile de carduri, Appel și Ha$ ѳn a anunțat că au primit o soluție de mașină la problema patru culori Cu toate acestea, încă nu există nicio garanție a corectitudinii acestei soluții de "mașină" Într-adevăr, în unele (să zicem, al șaptesprezecelea) tip de carduri, aparatul ar putea răspunde "Nu" nu ca urmare a unei analize impecabile, ci din cauza unei defecțiuni trecătoare a circuitului electronic (ceea ce se întâmplă des) Fără să știe acest lucru, calculatoarele trec la al optsprezecelea, al nouăsprezecelea tip de cărți, sărind efectiv explorarea celui de al șaptesprezecelea tip Nu va exista nicio garanție a corectitudinii soluției chiar dacă, după ce am petrecut multe luni, repetăm un experiment unic de mașină: poate undeva în lanțul de calcule de miliarde de dolari asociat cu același tip al șaptesprezecelea, mașina noastră va eșua? O nouă soluție de mașină a fost propusă în de D Cohen Numărul de tipuri de cărți pe care le existase ♦) Cu excepția a trei care au fost examinate "manual" pentru că mașina nu le-a putut face față semnificativ mai mic, în plus, a primit rezultatul calculelor mașinii pentru fiecare tip și subtip nu sub forma unui "Nu" gata făcut, ci într-o formă care permite verificarea "manuală" Nu era interesat în ce fel mergea mașina în studiul acestui subtip și câte operații necesita; studiul de subtip a fost considerat finalizat atunci când mașina a găsit o cale suficient de scurtă pentru a verifica "Nu" final Soluția lui Cohen la problema celor patru culori este prezentată într-o carte de dimensiuni și format medii În opinia sa, verificarea acestei soluții poate fi, dacă se dorește, efectuată manual de către o persoană în termen de doi-trei ani (!) de opt ore de lucru zilnic Totuși, "scepticii" consideră că și această soluție este inacceptabilă și este puțin probabil ca o persoană care a fost angajată de doi ani într-o enumerare plictisitoare de opțiuni de dimineața până seara, să poată garanta că nu a făcut nicio greșeală nicăieri Sarcini Un grafic este desenat pe un plan (sau pe o sferă), ale cărui vârfuri au indici pari Demonstrați că harta rezultată poate fi colorată cu două culori Sugestie: Folosiți noțiunea de index de intersecție Demonstrați că cinci culori sunt suficiente pentru a colora orice hartă dintr-un plan (sau pe o sferă) Un grafic este desenat pe o suprafață astfel încât cel puțin una din două țări de graniță să fie un triunghi Demonstrați că această hartă poate fi colorată cu patru culori Se desenează N "partiții", mergând de la unul dintre cercurile concentrice la celălalt De câte culori aveți nevoie pentru a colora harta rezultată? Colorarea hărților pe suprafețe Exemplul Heawood a demonstrat că orice hartă de pe tor poate fi colorată cu șapte culori (aceasta rezultă din inegalitatea ( ) demonstrată mai jos) De asemenea, a dat un exemplu care arată că este imposibil să faci cu mai puțin de șapte culori La lipirea părților opuse, dreptunghiul (Fig ) se transformă într-un torus cu șapte țări pe el (Fig ) Aproximativ Fiecare două țări sunt de frontieră, adică toate cele șapte țări trebuie pictate în culori diferite Dacă orice hartă de pe suprafața Q poate fi colorată cu n culori, dar există o hartă care nu poate fi colorată cu mai puține culori, atunci n se numește numărul cromatic al suprafeței Q\ este se notează cu col ( Pentru o sferă și un tor, avem, conform celor spuse mai sus, col (Po) = , col (Z\) = În general, pentru o suprafață închisă arbitrară Q, alta decât sticla Klein N , numărul cromatic este dat de formula lui Heawood = ( ) unde parantezele pătrate înseamnă partea întreagă, iar pentru sticla Klein avem col (TV ) = Orez Aceste rezultate au fost obținute prin eforturile mai multor generații de matematicieni Heawood deține dovada inegalității С" ((?) x "?) ( ) Fiecare vârf al graficului G** este adiacent la c - muchii Într-adevăr, să presupunem că nu mai puțin decât vârful b G** se învecinează cu muchiile [bgd, unde k Adăugând această inegalitate la ( ), obținem în caz contrar, P B - % (Q) Ținând cont de ( ), obținem acum (c - ) B B - x (Q), adică c i , D ( ) Acum este ușor să completați dovada Fie mai întâi suprafața Q să fie homeomorfă unei sfere: Q - Po Atunci X( = , adică inegalitatea ( ) demonstrată ia forma col (Q) Această inegalitate este valabilă deoarece problema celor patru culori este rezolvată Fie acum Q = N\, adică x(Q) = Inegalitatea ( ) de demonstrat ia forma - -g-și deci c - (deoarece numărul c - este un număr întreg) În sfârșit, fie Q o suprafață închisă distinctă de Po și Nt Atunci X ( = C (problemele , ) - JQ) t și deci, conform ( ), c - ^ -, adică c - c + x (Q) "C Aceasta înseamnă Înseamnă că numărul c aparține segmentului ale cărui capete sunt rădăcinile trinomului pătrat x - x • + x ( (rădăcinile sunt reale, deoarece x ( ) Prin urmare, c nu depășește cea mai mare dintre aceste rădăcini, adică c ) Astfel, inegalitatea ( ) este valabilă și în acest caz Sarcini Suprafața Q se obține dintr-o sferă prin tăierea k n - (x, y) Exemplul Pentru două verigi adiacente ale unui lanț metalic obișnuit (Fig , a), coeficientul de angajare este ± (Fig , b) Pentru contururile prezentate în Fig , avem atunci (x, y) = După cum vom vedea mai târziu, coeficientul de legătură GO (x, y) depinde numai de locația contururilor în sine, y, și nu de metoda de proiectare În plus, dacă contururile x, y sunt deformate continuu în spațiu (de exemplu, se mișcă ca linii întrerupte cu balamale), rămânând Orez nu se intersectează în fiecare moment, atunci coeficientul lor de legătură r (x, y) nu se modifică În cele din urmă, observăm că coeficientul de legătură r (x, y) este (până la semn) un invariant de izotopie Cu alte cuvinte, dacă / este o mapare homeomorfă a unui tridimensional spațiu pe el însuși, apoi mapările x, y trec în astfel de contururi / (x), f (y) încât W (/ &), (y)) = ± ft>y) Exemplul La sfârșitul Secțiunii , s-a menționat că, deși o bandă dublu răsucită este homeomorfă cu una nerăsucită (vezi Fig la p ), aceste cifre nu sunt izotopice Orez unul pe altul în spațiu Acum o putem dovedi Într-adevăr, coeficientul de angrenare a marginilor benzii este egal cu ± în cazul unei benzi dublu răsucite (în funcție de direcția în care banda este răsucită), iar în cazul unei benzi nerăsute, acesta este zero ( Fig ) Prin urmare, sub o mapare homeomorfă a spațiului pe sine, o bandă dublu răsucită nu poate trece într-una nerăsucită O bandă dublu răsucită nu poate fi transformată într-una nerăsucită, indiferent de modul în care o deformăm (lăsând-o homeomorfă pentru sine); deoarece cu o asemenea deformare marginile benzii se deplasează fără să se intersecteze între ele și, prin urmare, coeficientul de angajare nu se poate modifica Exemplul Un curent continuu I care curge printr-un fir drept infinit P creează un magnet câmp a cărui intensitate este la o distanță r de / firul are valoarea H După cum știți, potențialul câmpului magnetic este munca care trebuie cheltuită pentru a muta polul magnetic dintr-un punct fix x (punct de potențial zero), Orez egal cu unu, la un punct dat al câmpului În cazul în cauză, potențialul W al câmpului magnetic este multivaloric Într-adevăr, dacă mutăm polul magnetic din punctul x în punctul a de-a lungul celor două căi prezentate în Fig , a, b j prima mutare necesită muncă suplimentară / împotriva forței - pe calea pg, adică muncă suplimentară, numeric egală cu nL Vedem că un circuit în jurul firului (nu neapărat în jurul cercului - puteți merge pe orice cale) modifică potențialul magnetic W (a) cu l / În general, după ce m rotunjește în jurul firului, unde m este un număr întreg (pozitiv, negativ sau zero), potențialul se va modifica cu ip Aceeași expresie pentru modificarea potențialului este valabilă în cazul oricărui fir (nu neapărat drept) (Fig ) Numărul de ocoliri ("viri") ale traseului z în jurul conductorului P este egal cu coeficientul luat cu semnul minus Orez legătura conductorului P cu calea , adică atunci când ocoliți conductorul P de-a lungul unei căi închise z, potențialul magnetic se modifică cu valoarea n Іt, unde m \u d - " (P, z) Valoarea lui Іt este uneori numită "numărul de spire de amperi" (dacă curentul I este măsurat în amperi) Sarcini Demonstrați că atunci când contururile sunt rearanjate, coeficientul lor de legătură nu se modifică; du-te(x, y) == du-te(y, x) Contururile direcționate x , y* sunt simetrice față de contururi x, y în raport cu un plan (având în vedere direcția ocolirii) Demonstrați că tho(a:*, y ) = - tho(x, y) Care este coeficientul de legătură al marginii benzii Möbius (vezi Fig , e la p ) și linia mediană a acesteia? Fie Q o suprafață homeomorfă benzii Möbius (Fig ), x marginea acesteia și y "linia de mijloc" (adică imaginea liniei mediane a benzii Möbius M, prezentată în Fig , d) , sub homeomorfismul /: L -" -♦ Q) Demonstrați că numărul tho (x, y\ este impar Oferim acum o altă definiție (echivalentă) a coeficientului de legătură Să ne imaginăm contururile x situate "aproape în întregime" în planul normal de proiecție, astfel încât doar în apropierea punctelor duble una dintre ele trece ușor sub celălalt În continuare, considerăm o peliculă orientată Q întinsă peste conturul y (așa cum este descris în Problema : conturul y este vizibil în întregime dacă ne uităm la filmul Q de sus) și vom presupune că acest film "se lasă", situat lângă marginea sa aproape vertical (Fig ) Apoi, în acele puncte duble în care conturul x trece deasupra lui y, trece și deasupra peliculei Q, adică nu o intersectează În aceleași puncte în care conturul x trece sub y, acesta intersectează pelicula Q; în același timp, secțiunea considerată a conturului x are un indice de intersecție de + cu filmul Q, dacă, privind în direcția dreptei x, vedem că linia y își intersectează sl ѳ în a spre dreapta (Fig , a) și - , dacă intersecția are loc fawn pe dreapta (Fig , b) Din această lovituri (dacă comparăm definiția coeficientului de legătură și indicele de intersecție), că egalitatea y) == J(x, Q), ( ) unde Q este o peliculă orientabilă bidimensională întinsă peste conturul y și orientată în conformitate cu acesta Orez Egalitatea ( ) rămâne valabilă dacă luăm orice film Q (nu neapărat construit așa cum a fost făcut în problema ) Într-adevăr, să fie două filme orientabile diferite Q, Q', intins peste conturul y si orientat in conformitate cu acesta Să luăm în considerare diferența dintre filmele Q și Q', adică unirea filmului Q cu orientarea prezentă pe acesta și a filmului (Y) cu opusul Orez orientare Această diferență este un ciclu întreg bidimensional (chiar dacă Q și Q' se intersectează) Deoarece indicele de intersecție al ciclului întreg a; cu acest ciclu bidimensional este egal cu zero, atunci J\x, Q) - J(x, Q') Din egalitatea ( ) rezultă că coeficientul de angajare (determinat inițial folosind proiecția normală) nu depinde de alegerea planului proiecții Din ( ) urmează și alte referințe proprietățile de mai sus ale coeficientului de legătură Sarcini O peliculă întinsă peste un contur y (și într-o poziție generală cu conturul x) intersectează x într-un singur punct Demonstrați că filmul întins peste conturul x intersectează y V Fie x, y contururi orientate în spațiu Din formula ( ) rezultă că dacă există o peliculă orientată întinsă peste y și care nu se intersectează cu x (Fig ), atunci n > (x, y) - Demonstrați teorema inversă Demonstrați că dacă n > (x, y) este un număr par, atunci există un film (poate neorientabil) care se întinde pe y și nu are puncte comune cu x Asiguraţi-vă că cele trei circuite din fig au coeficienți de angajare pe perechi egali cu zero Construiți un film homeomorf cu un stilou care se întinde pe unul dintre aceste contururi și nu le intersectează pe celelalte două ' V G Boltyansky, V A Efremovici PARTEA A TREIA Homotopie și omologie Perioade ale funcţiilor multivalorice Fie h o cale din figura X care merge de la punctul de pornire x la punctul final xz Cu alte cuvinte, h: ; ] -> X este o mapare continuă care satisface condițiile h ( ) = x , h ( ) = xp Vom deforma continuu această cale în figura X, lăsând punctele finale xn și xr fixe Pe fig pozițiile traseului deformabil sunt prezentate sub formă de linii subțiri Vom lua în considerare întotdeauna doar deformațiile traseului în care punctele finale nu se mișcă Două căi hu h dintr-o figură X care au aceleași capete se spune că sunt homotopice în această figură dacă, prin intermediul unei deformări (care are loc în figura X), aceasta poate fi transformată în h ; se notează homotopia căilor se scrie hx ~ h Exemplul Într-un cerc, oricare două căi care au în comun capetele sunt omotopice între ele Este clar posibil explicați imaginându-vă că drumul este un fir de cauciuc întins, situat în mod șerpuit în interiorul cercului Dacă eliberăm banda de cauciuc, fixând punctele de capăt x , xr și permițând piti-ului să se miște liber, atunci acesta va începe să se deformeze și, comprimându-se, se va așeza de-a lungul unui segment de linie dreaptă care leagă x și xr Astfel, orice cale din cerc este homotopic segmentul care conectează punctele terminale x și xlt și, prin urmare, oricare două căi care leagă x și xlt sunt homotopice Exemplul Notăm cu X inelul delimitat de două cercuri cu un centru comun o Noi alegem nu UZ care punctul x e X și pentru orice punct x € \u d X este notat cu folosim φ(x) pentru a calcula unghiul xiox (Fig ) Funcția φ(x) este multivalorică (este definită până la un termen de forma kn, unde k este un număr întreg) Să presupunem că în punctul x = x am ales orice valoare a lui φ această funcție Pe măsură ce punctul x se mișcă în inelul X, unghiul φ(x) se va schimba continuu Prin urmare, fiecărei căi h care duce în inelul X de la punctul x la punctul xn îi corespunde o valoare bine definită φθ a funcției multivalorice φ(x), la care ajungem luând valoarea φ a acestei funcții la punctul x și invariabil Orez deplasându-se sacadat pe traseul h de la x la xr În același timp, go m o- căi de tone care duc în inelul X din punctul x la punctul Xi, corespunde aceleiași valori a funcției Într-adevăr, valoarea funcției, la care ajungem prin trecerea traseului h, se va schimba ea însăși continuu în timpul deformării continue a căii h Urma- În consecință, această valoare trebuie să rămână constantă: în timp ce se schimbă continuu, nu poate "sări" de la una dintre v/ valorile posibile ale funcției Φ(x) în punctul Xi la alta (care diferă de aceasta cu fcn) Exemplul Dacă în exemplu (p ) pentru a fixa punctul de potențial zero x , apoi în regiunea exterioară a conductorului P o valoare multiplă potenţial de fir) După ce ne-am mutat de la punctul x la punctul de-a lungul unei căi h, vom ajunge la o valoare bine definită a potențialului magnetic în punctul ^ Căile homotopice care duc de la x la xx vor da în punctul Orez funcția W (x) (mag- Xj este aceeași valoare a potențialului magnetic, iar cele non-homotopice pot duce la valori diferite ale funcției W(x) în punctul xP Sarcini Pe mulțimea X (Fig ), construiți o funcție cu mai multe valori care ia un set infinit de valori în punctul xg, printre care se numără valorile , , ^ * Pe mulțimea X (Fig ), construiți o funcție cu mai multe valori astfel încât două căi non-homotopice care duc de la x la am să conducă la aceeași valoare în punctul x± Exemplul Pe figura X (Fig ) se consideră funcția / (x) - Фі (x) + / , iar în "negativ" dacă m , aceasta grupul este non-abelian (de exemplu, a^ =/= b^) Demonstraţi că grupul n(Nq) are g generatoare c, c , , sd, legate printr-o singură relație c c c = = Demonstrați că două suprafețe închise (fără graniță) sunt homeomorfe dacă și numai dacă grupurile lor fundamentale sunt izomorfe Un buchet de cercuri B* este unirea a k simple închise: x linii, care au toate un punct comun o a mai mare decât nu au puncte comune în perechi (Fig ) Demonstrați că l (Lr este un liber Rio grup cu k generatoare , Zona X din plan este delimitată de un contur exterior și de contururi interioare (vezi Fig la p ) Demonstrați că l(X) este un grup liber cu k generatoare Acoperiri Exemplul Pe cercul B cu centrul o fixăm punctul inițial Xo Și pentru orice punct X € = B notăm cu B proiecția corespunzătoare Fie, mai departe, h o cale în figura B, pornind de la punctul x , iar Gr E un punct situat "deasupra" x , adică, îndeplinind condiția p(x ) - x Atunci în Ε există o cale (și unică) /r care începe în punctul Xx și trece la calea h sub harta p; se numește cale de acoperire Într-adevăr, să fie U mic di Care vecinătate a punctului x și este frunza învelișului care conține punctul x Apoi, deoarece p: UU este un homeomorfism, putem "ridica" în mod unic o bucată din calea h situată într-o vecinătate a lui U până la frunza U (Fig ) Dacă xr este punctul final al acelui segment al traseului pe care l-am "ridicat" deja, atunci putem lua în considerare vecinătatea punctului Xi' și foaia corespunzătoare a acoperirii, ceea ce va permite Orez continuați traseul de acoperire L pentru încă o bucată și așa mai departe Luarea în considerare a traseelor de acoperire ne permite să stabilim o teoremă privind legătura dintre acoperiri și grupul fundamental O prezentăm (fără dovezi) în următoarea formulare simplificată Dacă un poliedru conectat E este o acoperire cu foi de k peste B și ordinea grupului n(E) (adică numărul elementelor sale) este egală cu n, atunci ordinea grupului n(B) este egală a kn O acoperire E peste B se numește universală dacă este pur și simplu conectată În virtutea celor spuse mai sus, numărul de foi ale învelișului universal peste B este egal cu ordinul grupului n ( ); orice alt înveliș are mai puține foi Acoperirea planului proiectiv de către o sferă (vezi problema ) este universală deoarece sfera este pur și simplu conectată Sfera este, de asemenea, o acoperire universală pentru sine Se pare că pentru toate suprafețele închise, cu excepția sferei și a planului proiectiv, acoperirea universală este planul Vom încheia această subsecțiune demonstrând acest fapt În primul rând, deoarece suprafața unilaterală N are foaia sa dublă care acoperă o suprafață cu două fețe P, atunci acoperirea universală peste P este, de asemenea, acoperirea universală peste N Prin urmare, este suficient să luăm în considerare suprafețe cu două fețe, altele decât o sferă Să împărțim planul prin două sisteme de drepte paralele în pătrate congruente; lipind fiecare pătrat într-un tor, obținem o mapare a întregului plan pe tor, iar punctele situate egal în pătrate diferite (Fig ) corespund aceluiași punct al torului Orez Orez (Fig ) Acoperirea rezultată este universală, deoarece avionul este pur și simplu conectat Fiecare dintre pătrate este așa-numitul domeniu fundamental, adică o bucată conectată a acoperirii (plan), care este mapată unu-la-unu pe tor Orez arată că regiunea fundamentală nu este definită în mod unic Să descriem acum împărțirea în regiuni fundamentale, din care alte suprafețe cu două fețe, de exemplu, P , sunt lipite împreună Este convenabil să efectuați o astfel de partiție folosind geometria Lobachevsky În această geometrie, suma unghiurilor poligonului este mai mică decât în geometria euclidiană, suma unghiurilor scăzând pe măsură ce dimensiunile poligonului cresc De exemplu, există un octogon obișnuit cu colțuri - Dacă astfel de octogoane sunt aplicate unul altuia cu laturi întregi, atunci pot umple întregul plan Lobachevsky și opt poligoane vor converge la vârfuri Pe fig arată o astfel de partiție pentru modelul plan Lobachevsky în "cercul Poincaré" Aceasta este împărțirea planului Lobachevsky (este homeomorf la un cerc deschis și, prin urmare, planul Euclid) în zone fundamentale: lipirea laturilor fiecărui octogon dă P (vezi Fig la p ) și se obține o mapare de acoperire avionul Lobaciovski de pe P O partiție similară a planului Lobachevsky poate fi, de asemenea, construită pentru orice suprafață Pk (k > ) Sarcini În fig arată "un avion cu un număr infinit de mânere" Să se arate că pentru k poate servi ca acoperire peste suprafața Pk Orez Orez Arătaţi că suprafaţa prezentată în Fig poate servi ca acoperire pentru orice suprafaţă Pk (k > ) Construiți un înveliș universal pentru o figură constând dintr-o sferă și tangentă la cercul acesteia, Gradul unei mapări și teorema fundamentală a algebrei Pe fig prezintă o mapare continuă a / a cercului P pe cercul Q Două bucăți ale cercului P sunt mapate pe terenul punctului y, în plus, sunt afișate pozitiv (adică, direcția de ocolire este păstrată) Se spune că la y*,țte y această mapare are gradul În punctul x, maparea are și gradul : deși patru bucăți ale cercului P sunt mapate pe vecinătatea punctului x, trei dintre ele sunt mapate pozitiv și una negativ Dacă notăm cu p numărul de foi care se mapează pozitiv pe o vecinătate a unui punct z £ = Q și cu n numărul de foi care se mapează negativ, atunci gradul hărții f la z va fi numărul p - n în toate punctele din jurul lui și Q gradul de mapare / este același (și egal cu doi); ^cdri-masuri, in punctul x avem p - n = - = Ia Gradul de cartografiere poate fi discutat și în termeni de cartografiere a suprafețelor Fie P și Q două suprafețe orientabile bine distanțate, cu o orientare dată pe fiecare dintre ele Fie, mai departe, /: P -> Q ceva m că suprafața P este "suprapusă" pe suprafața Q, întinzându-se peste aceasta în mai multe "straturi" și formând pliuri mai multe "l^l/s" ale suprafeței P sunt mapate pe vecinătatea punctului z GE Q, apoi unele dintre aceste foi pot o (Fig , b) Dacă toate "foile" suprafeței P sunt mapate la o vecinătate a punctului z homeomorf, iar numărul de foi pe care maparea / este pozitivă este pay° p, iar numărul de foi pe care este negativ este pa , atunci numărul p - n se numește gradul mapării / h-ke z * Este ușor de înțeles că gradul de cartografiere / diJacova în apropierea oricărui punct al suprafeței Q numai la trecerea prin marginea pliului, dar diferența p - n rămâne neschimbată (Fig ) De asemenea, observăm că atunci când maparea / este deformată continuu, gradul său rămâne neschimbat; acest lucru poate fi explicat prin observarea că formarea (sau extinderea) pliurilor nu modifică gradul de afișare Folosind notiunea de gradul unei mapări, se poate da o demonstrație elegantă a teoremei fundamentale a algebrei: orice polinom / (z) \u d zm + aiz " - + • • ■ + + nt, Orez gradul m cu coeficienți complexi (în special, reali) a, , am are cel puțin o rădăcină Să luăm o sferă S care atinge planul de la origine și vom numi punctul de contact polul sud, iar punctul opus n polul nord sfere (Fig ) Vom reprezenta numărul complex z \u d x + іy ca un punct în plan, considerând x și y drept coordonatele sale (Fig ) Segmentul n intersectează la un moment dat sfera S, pe care o vom considera a fi imaginea numărului complex z pe sfera S Dimpotrivă, având un punct i pe sferă, este ușor de aflat ce număr complex reprezintă acesta Cu toate acestea, polul nord al lui n nu reprezintă niciun număr complex Vom fi de acord să considerăm că punctul n reprezintă "infinit? număr complex, notat cu simbolul oo Motivul unui astfel de acord este că atunci când punctul z din plan se mișcă la nesfârșit (în orice direcție) de la originea coordonatelor, punctul de pe sfera care îl reprezintă se apropie de n Sfera S se numește sfera complexă sau Riemann sferă Rețineți că (spre deosebire de planul proiectiv; vezi Fig la p ) se obține sfera S din plan prin adăugarea unui punct la infinit oo Vom reprezenta valorile lui z pe o sferă complexă Si și valorile polinomului f(z) pe o altă astfel de sferă corespunde punctului "capăt" / (z) al sferei S Mai mult, dacă z se apropie de oo, atunci f(z) se va apropia și de punctul oo al sferei S Într-adevăr, avem /(z) = zm[l + ^ + -J- + + am- i la gt- T zm pe măsură ce z -> oo (adică pe măsură ce numărul |z| crește fără limită), expresia dintre paranteze se apropie de unitate, iar factorul zm crește fără limită Astfel, suplimentând definiția unui polinom cu condiția /(oo) - oo, obținem o mapare continuă a / a întregii sfere pe sfera S Pentru a demonstra teorema fundamentală a algebrei, este necesar să stabilim că există un punct z ∈ Si pentru care f (z) = , adică că punctul al sferei S este imaginea a cel puțin unui punct z ∈ Si Dacă nu ar fi fost cazul, adică punctul al sferei S nu era acoperit de imaginea / ( în apropierea punctului EE ar fi egal cu zero, iar din moment ce gradul este același în apropierea oricărui punct, atunci gradul lui / ar fi pur și simplu egal cu zero Prin urmare, pentru a demonstra teorema fundamentală a algebrei, este suficient să stabilim că gradul lui / este diferit de zero Vom arăta că este egal cu m, adică coincide cu gradul polinomului /(z) (acesta a fost motivul introducerii termenului de "grad de cartografiere") Vom schimba valorile coeficienților Rі, a , , la, apropiindu-le de zero; polinomul /(z) se va schimba, maparea /: Sr -> S se va deforma continuu Ca rezultat, obținem polinomul /i (z) = zm Dar din moment ce afișajul este deformat, acesta gradul nu se schimbă, atunci mapările / și /i au același grad Gradul de cartografiere /i este ușor de calculat Orez Să împărțim planul prin raze care emană din punctul în m unghiuri congruente (Fig ) Deoarece atunci când un număr complex z este ridicat la puterea lui m, argumentul său crește cu un factor de m, atunci fiecare dintre aceste unghiuri este mapat ("întins") cu ajutorul lui /i pe întreaga sferă S Astfel, când În cazul lui /i, imaginea sferei Si acoperă de m ori (și pozitiv) sfera S De aici rezultă că gradul hărții D (și deci și /) este egal cu m Se demonstrează teorema În prezent, sunt cunoscute multe dovezi diferite ale teoremei fundamentale a algebrei, dar toate sunt topologice, adică folosesc ideea de continuitate într-o formă sau alta Este imposibil de demonstrat teorema fundamentală a algebrei fără a implica ideile de topologie; se poate spune (deși acest lucru sună oarecum ciudat) că teorema fundamentală a algebrei este o teoremă non-algebrică Sarcini Demonstrați că dacă q^mk, atunci există maparea -f: Pq -> Pj, având gradul m Demonstrați că dacă P și Q sunt suprafețe orientabile și maparea /: P -> Q este o acoperire A-sheet, atunci gradul mapării / este egal cu Demonstrați că dacă /(z) este un polinom de gradul m > , atunci pentru unele c (complexe sau reale) ecuația /(z) - c are cel mult m - rădăcini distincte, Instruire Dacă numărul de rădăcini este egal cu m pentru orice c, atunci /: -> a este o acoperire și, în consecință, un homeomorfism Demonstrați că, pentru k , fiecare mapare /: P -* -> Pk este contractabilă (și deci are gradul zero) ■ Arătarea Demonstraţi că pentru / există o hartă de acoperire /: P -> E, Tjsp E - • acoperire universală peste Pk Grup de noduri Fie Li și L două noduri în spațiul tridimensional Să notăm cu £>i spațiul complementar al nodului (adică mulțimea tuturor punctelor spațiului care nu se află pe dreapta Li) și cu £> spațiul complementar al nodului £a Dacă nodurile Llf Lt sunt "aceeași* (izotopic), adică există o mapare homeomorfă j a spațiului pe sine, astfel încât Li merge la £ , apoi f(Di) = D , adică spațiile complementare sunt homeomorfe În consecință, grupurile l(Di) și l(D ) sunt izomorfe, adică grupul fundamental al spațiului complementar este un invariant de nod Acest invariant se numește grupul de noduri Vom desemna grupul de noduri prin litera G, adică G(Li) - l(Di) Din ceea ce s-a spus reiese clar că dacă grupele G (L) și G (L') nu sunt izomorfe, atunci nodurile L și L' nu sunt izotopice Să indicăm acum (fără dovezi) o metodă de calcul al grupului unui nod Fie proiecția normală a unui nod L să fie împărțită în n arce ar, ar, , an, separate prin pauze În plus, alegem o direcție pe L și o marchem cu săgeți pe arcele a, a , , an (Fig ) Acum, pentru a descrie grupul G(L), luăm un punct din spațiu o situat deasupra dreptei L, și din acesta desenăm un traseu închis xk care înglobează arcul situat în spate deasupra pupa și ocolindu-l în conformitate cu regula brațelor (Fig ) Clasele de homotopie ale căilor xk (k - = , , n) sunt generatoare ale grupului de noduri Să luăm acum în considerare un punct dublu al proiecției și să o ocolim de-a lungul unui mic cerc I (în sensul acelor de ceasornic), notând în același timp și un monom Și anume, dacă arcul ar întâlnit (când se deplasează de-a lungul I) intră în interiorul cercului, atunci luăm simbolul corespunzător x la puterea + , iar dacă iese din cerc, atunci la puterea - Înconjurând punctul dublu, scriem, de la stânga la dreapta, produsul a patru factori, pe care îi echivalăm cu unul; De exemplu, pentru punctul dublu din Fig obținem raportul X^xfo = Nu este greu de vizualizat că calea χ χ χ ^ Xl este într-adevăr omotopică la zero în spațiul complementar! în fig Este prezentat filmul , homeomorf O Orez cerc întins pe această cale Rezultă că, având scris astfel de relații pentru toate punctele duble, obținem sistemul complet de relații între generatoarele xlf x , , xp Această descriere a grupului de noduri se aplică și țesăturilor arbitrare Înainte de a trece la considerarea unor noduri și țesături specifice, să luăm în considerare un exemplu algebric Exemplul Să demonstrăm că grupul G dat de trei generatoare x-i, x , xa și relațiile = , XaXiX^xî = , = , non-abelian Pentru a demonstra acest lucru, notăm cu G' grupul de autocoincidențe ale unui triunghi echilateral; ea co- este format din șase elemente: se rotește în jurul punctului o pe l l l ", unghiurile O, -y, -y și trei simetrii axiale x , x , x , ale căror axe sunt prezentate în fig Este ușor de verificat că pentru elementele хі, х , х relațiile indicate sunt valabile Mai mult, grupul G' este non-abelian În consecință, grupul G dat de generatoarele Xi, x , x și relațiile date mai sus este, de asemenea, non-abelian (într-adevăr, din Aceste relații nu pot implica că grupul G este abelian, deoarece atunci grupul G' ar trebui să fie și el abelian, ceea ce nu este adevărat) Exemplul În fig arată proiecţia unui nod simplu L Relaţiile dintre generatoarele a?i, x , x (luate la punctele duble pi p şi p ) coincid cu relaţiile indicate în Exemplul Astfel, grupul G (L) al acestui nod este non-abelian Prin urmare, nodul L nu este izotopic cercului (pentru care grupul fundamental al spațiului complementar este ciclic liber și deci abelian) Astfel, nodul L nu poate fi dezlegat fără tăierea firului Exemplul prezintă împletirea £ formată din liniile mijlocii ale tori care alcătuiesc setul Al din fig , a (pag ) Grupul G(£) al acestei intercalări are m generatoare Xi, , xm, Yi, • • h Ym, care se obțin dacă luăm în considerare traseele care înconjoară arcurile ai, , am, br, , bm, reprezentat în Fig Între aceste generatoare există relații de m (scrise pentru puncte duble p{, qt), care au următoarea formă: (unde ar trebui să ia în considerare xm+i == Xit ym+i = j/i) Cercul l prezentat în fig , este o cale în spațiul de împletire complementar L, iar clasa acestei căi este x^yi (Fig ) Demonstrăm că drumul I este non-homotoic la zero în spațiul complementar, adică atunci când cercul I se contractă într-un punct, cu siguranță va intersecta L intercalat Pentru a demonstra acest lucru, fie G' să desemneze grupul de autocoincidență al unui m-gon regulat Se compune din Orez porți în jurul punctului o pe colț-n n n (t - ) l ly U, , -, , - - t t t si simetriile axiale x{, x'm, ale căror axe sunt prezentate în fig Să punem şi noi Y' =Xm-V Y\=X'm, = \u d XV " •' Um~ Xm- ' Este ușor de verificat că aceste elemente ale grupului G' satisfac toate relațiile de mai sus (deoarece (x'i)* = x\, și există o rotație prin unghiul În plus, elementul (i!)- y'i (reprezentând o rotaţie printr-un unghi este diferit de identitatea grupului G' (adică de maparea identităţii) Prin urmare, în grupul G, elementul ( i;)* #! diferit de unitate, cu alte cuvinte, cercul I definește o cale în spațiul complementar care nu este homotopic la zero În mod similar, se poate demonstra că calea Z este non-moto-moto zero și în complementul întrețeserii, care este uniunea liniilor mediane ale tori care alcătuiesc mulțimea A (Fig , b), etc Aceasta justifică proprietățile mulțimii Antoine luate în considerare în Secțiunea Sarcini Demonstraţi că ţesutura prezentată în fig (p ), este imposibil de "separat" fără a rupe vreuna dintre rânduri Instruire Demonstrați că cercul Zj definește un element diferit de zero al grupului G (L), unde L este împletirea formată de celelalte două cercuri valorile Pentru a face acest lucru, verificați dacă G (L) este un grup liber cu două generatoare Demonstraţi acel cerc pe care l-am arătat în fig , este imposibil să "eliminăm" din linia L și, prin urmare, în spațiul complementar al dreptei L nu există o peliculă homeomorfă unui cerc care este "întins" pe I Demonstrați, de asemenea, că există o peliculă homeomorf la un mâner care este "întins" pe I și situat în spațiul complementar al liniei L Cicluri și omologie În fiecare dintre figurile , , un ciclu unidimensional z (este prezentat ca o linie netedă, nu o linie întreruptă) limitează o anumită zonă x pe suprafață În figuri, această regiune ("film" întins pe ciclul z) este orientată în conformitate cu acest ciclu Vom considera fiecare ciclu limitator (adică ciclul pe care filmul poate fi întins) ca fiind nesemnificativ sau, după cum se spune, omolog cu zero Pe fig a prezintă două cicluri zi şi z ; unirea acestor cicluri se va nota cu Zj + z Pe fig b arată diferența zx - z a acestor cicluri (adică, suma ciclului zi și ciclul -z obținut de la z prin schimbarea orientării) Figura arată că ciclul -z este omolog cu zero (este limita filmului x) În acest caz, se spune că ciclurile Zi și z sunt omoloage Poincaré a introdus și a studiat grupurile de omologie, care sunt invazii topologice importante riants Ideea de a le construi este de a studia cât de mare este stocul de cicluri dintr-o anumită figură X care sunt neomologii perechi Orez Rps Sarcini Demonstrați că fiecare ciclu unidimensional de pe sferă este omolog cu zero Demonstrați că în spațiul complementar al mulțimii luate în considerare în Exemplul (și deci în complementarul în spaţiul mulţimii lui Antoine A* C Aj) ciclul Z, (vezi Fig , a la p ) este omolog cu zero Din aceasta putem concluziona că contractibilitatea unui ciclu este o proprietate mai subtilă decât omologia lui la zero Demonstrați că fiecare dintre ciclurile reprezentate prin contururi închise în fig , , este omoloagă cu zero în afara celorlalte contururi Demonstrați că dacă coeficientul de legătură tt> (zlt z ) este diferit de zero, atunci niciunul dintre ciclurile zi, z nu este omolog cu zero în spațiul complementar al altui ciclu Pentru a construi grupuri de omologie, ar trebui să generalizăm înțelegerea ciclurilor și a filmelor întinse peste ele Pe fig fiecare dintre ciclurile zlt z este omolog cu zero: ciclul Zi este limita cercului Ti + m , iar ciclul z este limita cercului Tj -m Suma zi + z limitează "regiunea" (Ti + t ) + (T + T ) = m?! -t + t , constând din celula "de două ori" T] și celulele "o dată" t și t Astfel, pentru a vă asigura că ciclul Zi ~z omolog cu zero, trebuie luate celule cu anumiți coeficienți În mod similar, ciclurile pot consta din celule luate cu unii coeficienți De exemplu, în fig suma rt - r - rs - r este un ciclu, deoarece (ținând cont de marginea "de trei ori" Orez la fiecare vârf, numărul de muchii de intrare și de ieșire este același Remarcăm următoarea teoremă, care decurge din legea dualității Alexander-Pontriagin (nu dăm aici formularea completă a acestei legi) Fie P un poliedru situat într-un spațiu euclidian tridimensional, iar Q spațiul său complementar, un ciclu Zi situat într-una dintre figurile P, Q, dacă și numai dacă nu este omologul cu zero în această figură, dacă în alte cifre din aceste cifre, există un ciclu z legat de zi (adică w (zi, z ) #= ) Exemplul arată linia P și ciclul r' în spațiul complementar Q, iar ciclul z' nu este legat de ciclurile unidimensionale ale poliedrului P Prin urmare, z este omologul cu zero în Q Figura arată un doi -film dimensional x' C Q, a cărui limită este ciclul z' este Sarcini Pentru ciclurile m , m , mj situate pe suprafața covrigului (Fig ), indicați în spațiul suplimentar astfel de cicluri zlt z , z , Zi, că th (mi, zj) este egal cu unul pentru i = f și zero pentru r ' =/ (r, / = = , , , ) Demonstrați că pentru orice nod I ⊂ R există un poliedru K ⊂ R homeomorf la suprafața laterală a cilindrului astfel încât una dintre muchiile sale coincide cu Z, iar cealaltă muchie /' are un coeficient de legătură zero cu I Orez Construiți în figura P (vezi Fig la p ) ciclurile m , m , iar în complementul său (în spațiu) ciclurile zlt z , z astfel încât j și zero pentru i f j Vom lua în considerare nu ciclurile unidimensionale în sine, ci clasele de omologie, combinând într-o singură clasă toate ciclurile unidimensionale ale figurii X luate în considerare care sunt omoloage între ele Operația de adunare transformă mulțimea tuturor claselor într-un grup; aceasta este grupa de omologie unidimensională Hi(X) Să descriem o metodă de calcul al grupului de omologie unidimensional -În primul rând, observăm că dacă două cicluri zi, z sunt homotopice (adică pot fi obținute unul de la celălalt prin intermediul unei deformări), atunci sunt omologi Acest lucru poate fi explicat clar prin faptul că "urma" pe care ciclul zi o "mătură" în procesul de deformare a acestuia în z este pelicula care leagă ciclurile zx și z (Fig ) Este posibil să nu fie cazul invers; cicluri omoloage din fig nu sunt homotopice: mutarea unui ciclu pe suprafața Q în ciclul z aruncă "găuri" care există pe suprafața dintre aceste cicluri Astfel, pentru omolo- Orez faptul că două cicluri sunt identice este suficient (dar nu necesar) pentru ca acestea să fie homotopice Este ușor de vizualizat că, dacă este dată o descompunere celulară a unui poliedru X, atunci orice ciclu unidimensional din acest poliedru poate fi, prin intermediul unei deformări "deplasat" într-un schelet unidimensional, adică într-un grafic format din toate vârfurile și muchiile (Fig ) "Cutele" care pot apărea în timpul deformării pot fi îndreptate În consecință, orice ciclu unidimensional este homotopic (și, prin urmare, omolog) unui ciclu compus din muchii luate cu niște coeficienți Astfel, pentru tine Pentru a calcula grupul de omologie Hi (X), este suficient să luăm în considerare cicluri unidimensionale compuse din muchii (cu niște coeficienți întregi) Pe de altă parte, filmele întinse pe cicluri pot fi considerate a fi compuse din celule bidimensionale luate cu anumiți coeficienți pacientii Aceasta înseamnă că, în primul rând, trebuie să găsim toate ciclurile unidimensionale (compuse din muchii) și, în al doilea rând, să învățăm cum să calculăm limitele celulelor bidimensionale pentru a afla care cicluri unidimensionale sunt omoloage între ele Primul nu este dificil: trebuie doar să-l urmezi astfel încât la fiecare vârf numărul muchiilor de intrare să fie egal cu numărul de ieșiri (ținând cont de coeficienți) De fapt, știm deja cum să facem al doilea: trebuie să ocolim conturul celulei (în conformitate cu orientarea acesteia), dar nu scriem produsul marginilor (ceea ce am făcut când am compilat granița homotopie a celulei) celulă), ci suma lor, ținând cont de semne Cu alte cuvinte, muchia r va intra în limita unei celule bidimensionale r (notat cu dx) cu un coeficient egal cu suma exponenților cu care r intră în limita homotopiei De exemplu, pentru celulele din Fig (p ), orientat în sens invers acelor de ceasornic, avem dx = h + /; dt = - k - l Exemplul Descompunerea celulară a sferei bidimensionale Rho, luată în considerare în Exemplul , conține doar două celule: zero-dimensională și bidimensională Această partiție nu conține deloc celule unidimensionale, deci grupul de trei flacon (nu există cicluri unidimensionale diferite de zero în această partiție celulară) Exemplul Descompunerea celulară a planului proiectiv A\ considerat în Exemplul constă dintr-o celulă zero-dimensională, o celulă unidimensională r și o celulă bidimensională m zero (deoarece r = qr', vezi Fig la p ) Aceasta implică faptul că grupul de omologie unidimensional Hx {Nj) al planului proiectiv este un grup de ordinul Rețineți că la calcularea grupurilor de omologie din exemplele , , am folosit o partiție celulară a poliedrului considerat, dar nu am vorbit despre "grupul de omologie al acestei partiții", ci despre grupul de omologie al poliedrului însuși De fapt, acest lucru este justificat, deoarece grupurile de omologie ale poliedrelor nu depind de alegerea partițiilor celulare, ci sunt în întregime determinate de poliedre în sine Sarcini În fig prezintă o descompunere celulară a benzii Möbius (ambele semicercuri de pe conturul interior sunt lipite într-o margine a) Verificați că dx = c - a și deduceți din aceasta că grupul de omologie unidimensional al benzii Möbius este ciclic liber Demonstrați că partiția celulară a torului T considerată în Exemplul (p ) satisface relația gm - Deduceți din aceasta că Zfj ( ) este un grup abelian liber cu doi generatori a, b Demonstraţi că ciclul z prezentat în fig este omoloagă cu ± a ± (unde semnele depind de direcțiile alese pe paralela a și meridianul b a torusului T) Demonstrați că grupul de omologie unidimensional al unui covrig este un grup abelian liber cu patru generatoare mlt m,, m , nț (vezi Fig ) Demonstrați că grupul de omologie unidimensional al suprafeței Ph este un grup abelian liber cu generatoare de k Calculați grupul Hx (Nq) (Răspuns: un grup abelian cu q generatoare cc ca, , Cg, sunt conectate Orez Fig prin relația unică c, + ca -, + cq = Acest grup poate fi descris și în alt mod: suma directă a unui grup de ordinul doi și a unui grup abelian liber cu q - generatori ) Demonstrați că o suprafață închisă Q este neorientabilă dacă și numai dacă grupul Hi(Q) conține elemente de ordinul Demonstrați de asemenea că două suprafețe închise sunt exact și numai dacă grupele lor de omologie unidimensionale sunt izomorfe Demonstrați că nu există o descompunere celulară a torusului format din mai puțin de patru celule Să luăm acum în considerare omologia zero-dimensională Obținem ciclul zero-dimensional luând vârfurile partiției celulei cu unele coeficient calculat - - mi În plus, limita marginii este pe diferența capetelor sale: pe \ \ orez avem dri - b - a, - • ' drs (r) Două zero-dimensionale ciclurile sunt omoloage dacă diferența lor este limita unei sume de celule unidimensionale (cu unii coeficienți) În final, vom lua în considerare clasele de zoologie zero-dimensionale, unind într-o singură clasă toate ciclurile zero-dimensionale ale poliedrului considerat X care sunt omoloage între ele Operația de adunare transformă mulțimea tuturor claselor într-un grup; aceasta este grupa de omologie zero-dimensională H (X) $ V, G Boltyansky, V A, Efremovici Sarcini Demonstrați că dacă rj,, ,, u este un lanț simplu de muchii direcționate care merge de la vârful a la vârful b, apoi g(r, -ra + + Or) în b - a Demonstrați că dacă X este un poliedru conex, atunci orice ciclu zero-dimensional din X este omolog unui punct, luat de un coeficient, adică trupa Xa(X) este ciclică liberă Demonstrați că dacă poliedrul X este format din wth componente, atunci H (X) este un grup abelian liber cu generatori A Gruparea de omologie bidimensională H (X) este definită în mod similar; în X trebuie luate în considerare ciclurile bidimensionale și "filmele" tridimensionale întinse peste ele Exemplul Fie X format din toate punctele spațiului tridimensional situat pe torus și în interiorul acestuia ("tor complet") Poliedrul X poate fi reprezentat ca o partiție celulară, în care, pe lângă celulele o, a, b, m situate pe tor, mai există o celulă bidimensională t* ("secțiunea transversală" a torusului) ), a cărui limită este meridianul , iar una tridimensională celula v este interiorul torusului, disecat de-a lungul celulei m' Marginile celulei au următoarele semnificații: da , db "in , di se , zu si b, up == t (rețineți că celula tridimensională v se învecinează cu celula bidimensională v* pe ambele părți, iar pe de o parte, orientarea celulei i* este observată ca o orientare în sensul acelor de ceasornic și, pe de altă parte, împotriva săgeții } prin urmare} celula m* nu este inclusă în două ) Ciclurile unidimensionale ale acestei descompunere celulară au forma ka - Іb (unde kfl sunt numere întregi), iar ciclul b este omologul cu zero (un film Y este întins peste el) În consecință, orice ciclu unidimensional este omolog cu kaa și, prin urmare, grupul Hi(X) este ciclic liber Mai mult, deoarece g(nv -nm') în nb, atunci m -n* este un ciclu bidimensional (adică are o limită egală cu zero) numai dacă n = Astfel, ciclurile bidimensionale au forma w Dar orice astfel de ciclu este omolog cu zero (deoarece dv *= m, adică v este un "film tridimensional" întins pe ciclul bidimensional з (-ігЧДа- Instruire Se consideră scheletul r Xr al poliedrului X (format din toate celulele partiției luate în considerare care au dimensiunea Rg (X) În concluzie, observăm că în construirea grupurilor de omologie s-ar putea lua ca coeficienți nu numere întregi, ci reziduuri modulo , resturi modulo m (sau, în general, elemente ale unui grup abelian G) Grupurile de omologie rezultate sunt notate cu Hr (X, ZJ, Hr (X, Zn), Hr(X, G) De exemplu, dacă coeficienții sunt reziduuri modulo , atunci toate celulele pot fi considerate nedirecționate un grup de ordin p, unde p este un număr prim, grupul de omologie Hr(X, Zp) este o sumă directă a mai multor grupuri izomorfe Numărul de termeni din această sumă directă se numește numărul Betti r-dimensional al lui X modulo p Sarcini Demonstrați că pentru planul proiectiv Nt grupurile H# (H" Zs), H, (Nt, Z ), H (Nlt ZJ sunt grupuri de ordinul doi Demonstrați că suprafețele P* și N& au (în toate dimensiunile) aceleași grupuri de omologie modulo Calculați pentru un spațiu proiectiv tridimensional (vezi problema ) omologia modulo Produs topologic Exemplul Fiecare punct al cilindrului E (Fig ) poate fi dat de o pereche de puncte (xt y), unde x se află * se află pe baza inferioară B și y - pe generatoarea Ft prin trasarea unui segment paralel la F prin x, iar prin y - un cerc paralel cu Bt obținem la intersecția lor punctul dorit al cilindrului Astfel cilindrul E poate Orez Orez considerați ca o mulțime de toate perechile (xt y) t e x este un punct al unei figuri B (cerc) t ay este un punct al altei figuri F (segment) Exemplul f Pe torul E (Fig ), desenăm meridianul B și paralela F Pentru a seta orice torus, este suficient să specificați punctul xgBz punctul y € \u d Fi desen fepeB x * paralel și prin y meridian, vom obține punctul dorit la intersecția lor Tora Astfel, torul E poate fi considerat ca multimea tuturor perechilor (x, y), unde xe Bt y&F În exemplele luate în considerare, am avut produsul topologic al figurilor B și Ft, cilindrul este produsul topologic al unui cerc și un segment, iar torul este produsul topologic al două cercuri În general, figura E se numește produsul topologic al figurilor B și Ft dacă, E poate fi considerată ca o mulțime de toate perechile posibile (x, y), unde x £ = B, y F Rețineți că aici se spune doar că figura E este formată din k și k și x puncte, dar avem ar trebui să indice și topologia din figura E Din punct de vedere vizual, această topologie poate fi descrisă spunând că punctele (x , yx) și (x , y ) ale figurii E vor fi "aproape" dacă u xx sunt "aproape" în B , iar yx și y sunt "aproape" în F Este esențial ca fiecare punct al figurii E să corespundă unei perechi (x, y) și ca diferite perechi să corespundă diferitelor puncte ale figurii Y Exemplul Luați în considerare ecuatorul B și meridianul zero pe sferă F Pentru a specifica un punct pe sferă, este suficient să indicați coordonatele sale geografice, adică ѳ punctele x B, yE~F\ trasând un meridian şi o paralelă prin aceste puncte (Fig ), obţinem la intersecţia lor punctul dorit Y) al sferei Dar asta nu înseamnă că sfera este produsul topologic al ecuatorului și meridian; Într-adevăr, dacă fig x și x' sunt două puncte diferite ale ecuatorului și an este capătul superior al meridianului (polul nord), apoi diferitele perechi (x, ri) și (x', u) corespund aceluiași punct n de pe sferă Sarcini Demonstrați că un inel mărginit de două cercuri concentrice este un produs topologic al unui cerc și al unui segment Demonstrați că torul complet (Exemplul ) este produsul topologic al unui cerc și al unui cerc Demonstrați că poliedrul X considerat în problema este produsul topologic al unei sfere și al unui cerc Demonstrați că torul tridimensional T este produsul topologic al unui torus obișnuit (bidimensional) și al unui cerc Se mai poate spune că T este produsul topologic al trei cercuri Să luăm acum în considerare problema proprietăților omologice ale unui produs topologic, limitându-ne, pentru simplitate, să luăm în considerare nu grupurile de omologie, ci doar numerele Betti Dacă în exemplul considerăm meridianul și paralela ca fiind cicluri unidimensionale, atunci topologice produsul (torusul) va fi un ciclu bidimensional În general, dacă E este un produs topologic al poliedrelor B și în care sunt luate ciclurile z, z' de dimensiuni r, r', atunci putem considera produsul acestor cicluri, care va fi a (r + r') -ciclu dimensional în poliedrul E Rezultă că în acest fel (prin înmulțirea ciclurilor luate în B și F) se poate obține un sistem de cicluri omologic independente în poliedrul E Pentru a face acest lucru, trebuie luat mai întâi maximul numărul de cicluri zero-dimensionale omologic independente în B și cicluri r-dimensionale în E; înmulțind aceste cicluri, obținem p (B) pr(F) cicluri în E cu dimensiunea r Atunci trebuie să luăm numărul maxim de cicluri omologic independente cicluri unidimensionale în B și cicluri (r - )-dimensionale în F; înmulțind, obținem mai multe cicluri pi (B) pr~i (F) în E cu dimensiunea r Apoi trebuie să luăm cicluri bidimensionale în B și cicluri (r - ) dimensionale în F etc Conectarea tuturor cicluri obținute împreună, obținem numărul maxim de cicluri r-dimensionale omologic independente în poliedrul E Astfel, dacă E este produsul topologic al poliedrelor B și F, atunci Rg (E) \u d Ro Rt (F) + Pi (fi) Pr-i (E) + + Pi (B) p^ (F) + + pr (B) p (F) Această formulă poate primi următoarea interpretare "grafică" Să facem un tabel care are numărul pt (B) pj (F)i la intersecția coloanei a I-a și a rândului /-lea • • • " • p, (A Po {B} Pj (F) Pi (B) p} {F) • " • Pi (B) p (A) • • • • • • • • • • • • • • • Pi (F) Po (B) pr (F) Pi (B) p (F) • • • Pj (B) p, (F) Pi (?) Po (B) Pl (F) Pi (B) p, (F) • • • Pt (B) p, (F) • • • Po (FY Po (B) po (F) Рі (В) p (F) • • • Рі (В) Po (F) • • • Po (V) Рі(В) • • • Рі(В) • • • Apoi, însumarea numerelor de pe diagonala r a acestui tabel dă numărul Betti r-dimensional al poliedrului E: Po(B) pr(F) Pi(B) p^F} Rg (B) Po (F) Sarcini Alcătuiți tabelul indicat pentru produsul topologic al unei sfere și al unui cerc; Utilizați această metodă pentru a calcula numărul Betti al poliedrului considerat în problema (vezi și problema ) Demonstrați că dacă poliedrul E este produsul topologic al poliedrelor B și F, atunci Calculați numerele Betti ale unui tor n-dimensional (adică produsul topologic al n cercuri) Demonstrați că sfera tridimensională nu este homeomorfă la produsul topologic al unui cerc și a unei suprafețe Demonstrați același lucru pentru spațiul proiectiv tridimensional Pachetele Să ne întoarcem la Exemplul și să notăm cu p proiecția cilindrului E pe baza sa B Pentru fiecare punct x EE În pre-imagine /Γ (x) este un segment paralel cu F Aceste segmente vor fi numite straturi Deasupra fiecărui punct x al figurii de bază B, se află stratul corespunzător ("în creștere"), iar întregul cilindru este stratificat și reprezintă o unire a tuturor straturilor (ca o grămadă de tije) În general, proiecția p, care asociază punctul (x, y) t = E cu punctul x € = B, mapează produsul topologic E al figurilor B și F pe baza B și imaginea inversă p~* (x) al oricărui punct x e B (stratul, "crescând peste xi") este homeomorf cu F Acest lucru poate fi văzut în Exemplul și în Problemele - Luați în considerare acum proiecția p a helixului E pe cercul B (vezi exemplul la p ) Fiecare pre-imagine p* (?) ("stratul care crește peste punctul ") este homeo- este morfic multimii Ft formata din punctele , - n, - n, , n, * n B, unde p (x) este o fibră peste punctul xe-B Acest mănunchi este local trivial De fapt, dacă luăm un mic arc U pe cercul B, atunci imaginea sa inversă p (C ) este produsul topologic al arcului U și al fibrei F (Fig ) În ansamblu, totuși, banda Möbius E nu este un produs topologic al cercului B și al segmentului F (vezi problema ) Exemplul Un alt exemplu de mănunchi local trivial este snopiul tangent normat al unei suprafețe Fie B o suprafață orientabilă Se notează cu E mulțimea tuturor vectorilor de lungime care ating suprafața B Se notează cu pi E B un mănunchi a cărui bază este un poliedru conex având un grup fundamental trivial și a cărui fibră este un poliedru arbitrar Să alcătuim tabelul pe care l-am avut pentru cazul în care E este produsul topologic al figurilor B și E, iar în acest tabel conturăm săgețile cu "mișcarea cavalerului" (Fig ) Pe fiecare săgeată scriem un număr întreg nenegativ, respectând următoarele reguli' ) numărul din fiecare celulă nu este mai mic decât suma numerelor scrise pe acele două săgeți, dintre care una intră în celula dată, iar cealaltă iese din ea; ) dacă începutul sau sfârșitul săgeții depășește tabelul, atunci pe această săgeată este înscris numărul Să numim tabelul rezultat E Acum să creăm un nou tabel În fiecare celulă punem un număr nou, care se obține scăzând suma numerelor de pe săgețile de intrare și de ieșire din numărul anterior din această celulă Apoi conturăm săgețile cu "mișcarea alungită a calului" (Fig ) și scriem numere pe ele după aceleași reguli Aceasta oferă tabelul E În același mod, din tabelul E obținem tabelul Ec etc În general, în tabelul En, săgețile conduc n celule la stânga, n n - celule în sus, Este clar că indiferent de celulă pe care o luăm, numerele din ea (în tabelele £ , E , Eti ) se vor opri în cele din urmă să se schimbe, se vor stabiliza!] săgețile devin din ce în ce mai multe mai mult și în cele din urmă va trece dincolo de masă Un tabel compus din numere stabilizate va fi numit tabel E^ (nu există săgeți în el) Teorema lui Leray afirmă că există o modalitate de a eticheta numerele pe săgeți, astfel încât însumarea numerelor de pe diagonala r a tabelului Ex să rezulte numărul Betti r-dimensional "translația roes " O teoremă similară este valabilă și pentru numerele Betti modulo p Exemplul Fie pi EB un mănunchi a cărui bază este sfera S și al cărui strat este cercul S Atunci pa(B) " pa(B)*= , p (F) = P (F) = , iar numerele Betti rămase ale bazei și stratului sunt zero Prin urmare, tabelul E are forma prezentată în Fig (în toate celulele, cu excepția celor patru indicate, este scris numărul ; pe toate săgețile, cu excepția celei indicate, este înscris numărul ) Pe săgeata indicată poate fi înscris fie numărul , fie Tabelul E coincide cu En (toate săgețile depășesc Mese) În consecință, după teorema lui Leray, spațiul E al pachetului luat în considerare poate avea fie numerele Bettir p (E) = p (E) = p (E) = p (E) - (dacă este etichetat pe săgeată) sau numărul Betti p (E ) = p (E) " , pr (E) - p (E) = (dacă este înscrisă unitatea) Prima posibilitate este realizată, de exemplu, pentru produsul topologic al sferei S și al cercului S (vezi problema ) A doua posibilitate este realizată pentru creionul tangent al sferei S (vezi Exemplul ) Teoria Morse Prezența unei tangente orizontale este o condiție necesară pentru ca o funcție diferențiabilă să atingă un maxim sau un minim (local) în punctul interior x al domeniului său de definiție Totuși, această condiție nu este suficientă! la punctul de inflexiune cu tangenta orizontala, functia nu atinge nici maxim, nici minim Rețineți că punctele maxime și minime sunt stabile în raport cu mici "perturbații" ale graficului (Fig , a) Punctul de inflexiune (cu o tangentă orizontală) nu are stabilitate: atunci când graficul este "agitat", acesta poate dispărea (adică nu vor exista puncte cu tangentă orizontală în apropierea lui; Fig , b) Orez Pentru funcțiile a două variabile x, y (date într-un anumit domeniu pe plan), se poate specifica o condiție necesară similară: pentru ca funcția f (x, y) să atingă un maxim sau un minim local într-un punct interior (x ) ) y ) din domeniul său de definiție, este necesar , astfel încât acest punct să fie critic, adică astfel încât graficul funcției să aibă un plan tangent orizontal în punctul (x , y ) Exemplul Figura prezintă graficele funcțiilor fo (x, y) = c ( ) Punctul ( ; ) este critic pentru fiecare dintre ele: pentru A (x, y) este un punct minim, pentru / ((r), y) este un punct maxim, iar funcția A (x, y) nu are în punctul ( ; ) nici maxim, nici minim - aceasta este așa-numita șa fiica Toate aceste puncte sunt stabile în raport cu mici "perturbații" ale graficului Există, de asemenea, puncte critice mai complexe} de exemplu, funcția / ((r), y) " o? - Zxy are o "șa de ordinul al treilea" la origine (trei Şanţ coborîri şi trei urcări, nu două, ca în fig b) Cu toate acestea, prin "agitarea" arbitrară mică a graficului, se poate realiza ca toate punctele critice să devină nedegenerate date - ca în fig Se pot considera, de asemenea, funcții definite nu pe un plan, ci pe o suprafață, deoarece în apropierea fiecăruia dintre punctele sale suprafața este aranjată topologic în același mod ca un plan Exemplul Pentru orice punct p aparținând torusului T notăm cu /(p) înălțimea punctului p deasupra planului orizontal H Această funcție are (cu locația torusului prezentată în Fig ) un punct maxim a, un punct minim d și două puncte de șa b, c Astfel, dacă notăm cu Co numărul de puncte minime, cu Ci numărul de puncte de șa și cu Ca numărul de puncte maxime, atunci în acest exemplu Cp = , Ci = , C = și deci Co - Ci + Ca Exemplul Pentru o sferă situată în mod obișnuit, aceeași funcție / (p) ("înălțimea" punctelor de mai sus plan) are două puncte critice, un punct minim ("polul sud") și un punct maxim ("polul nord") Astfel, în acest caz Co = , C = , C " , adică C'o - C + C = Exemplele luate în considerare duc la formularea teoremei asupra punctelor critice, care aparține matematicianului englez Morse Suntem de acord să spunem că punctul minim are indicele , punctul șa are indicele , iar punctul maxim are indicele Acum putem formula "prima jumătate" a teoremei lui Morse (pentru cazul unei suprafețe)! să fie dată o funcție pe suprafața Q care are doar puncte critice nedegenerate; Apoi + ( ) unde Co este numărul de puncte critice ale indicelui (adică, punctele minime), Ci este numărul de puncte critice ale indicelui (șei), C este numărul de puncte critice ale indicelui (punctele maxime) Într-adevăr, funcția f definește linii de nivel pe suprafața Q (de-a lungul fiecăreia dintre care funcția / ia o valoare constantă) În plus, se pot marca linii cu cea mai abruptă coborâre pe Q, de-a lungul cărora funcția / scade cel mai rapid; sunt perpendiculare pe liniile de nivel Vectorii care ating liniile de coborâre cea mai abruptă formează un câmp vectorial pe suprafața Q În punctele care nu sunt critice, acest câmp vectorial nu are singularități Pe fig ) ) Orez arată vederea câmpului vectorial în apropierea punctului minim (a), punctul șei (b), punctul maxim (c) Este ușor de verificat că / = (- )*, unde i este indicele singularității câmpului vectorial, iar k este indicele punctului critic (vezi Fig la p ) Prin urmare, câmpul vectorial luat în considerare are singularități Co cu indice + (minim), singularități Ci cu indice - (puncte de șa) și, de asemenea, C caracteristici cu un indice de - (maxima) Din teorema Poincaré asupra câmpurilor vectoriale (secțiunea ) rezultă acum că formula ( ) este valabilă pentru orice suprafață orientabilă închisă Sarcini Demonstrați că formula ( ) este valabilă și pentru orice suprafață închisă neorientabilă " Demonstrați că dacă o funcție este dată pe suprafață, ale cărei toate punctele critice sunt nedegenerate, atunci numărul punctelor critice este de cel puțin k - Luați în considerare acum "a doua jumătate" a teoremei lui Morse! fie dată pe suprafața Q o funcție care are doar puncte critice nedegenerate', atunci Co > p (Q), Cr-C^ P (?) - p (Q) ( ) Pentru a demonstra acest lucru, continuăm raționamentul anterior Vom presupune că valorile pe care funcția / le ia în punctele critice sunt distincte pe perechi Putem număra punctele critice alt aq renumerotat în așa fel încât / (ad > / (a ) > > f(" )- Lângă i (punctul celui mai mare maxim, Fig , a) liniile de nivel sunt închise și înconjoară punctul ax Tăiind suprafața de-a lungul uneia dintre aceste linii, obținem o celulă bidimensională i are aceeași omologie ca Qi Să considerăm o linie de nivel I care trece chiar sub punctul a și notăm cu Q partea de suprafață situată sub această linie Fie, de exemplu, a ' o şa Putem deplasa (de-a lungul liniilor de coborâre cea mai abruptă) Qi la Q - peste tot, cu excepția vecinătății punctului a (Fig , d) Apoi puteți comprima "puntea" rămasă într-o celulă unidimensională p , lipită de Q (Fig , e') Aceste deformații nu modifică omologia Prin urmare, suprafața originală Q are acelea Orez , aceeași omologie ca și figura obținută din Q prin lipirea unei celule unidimensionale t (corespunzătoare șeii) și apoi a unei celule bidimensionale Ti (corespunzătoare maximului) În continuare, ne vom muta la partea din Q , care se află sub linia de nivel, trecând chiar deasupra punctului a Dacă a este un punct de minim, atunci partea F' a suprafeței care rămâne în apropierea punctului >a (adică, cercul) are aceeași omologie ca și punctul, adică celula cu dimensiune zero p (Fig , f) ) Notând figura obținută din Q prin aruncarea piesei F' cu Qs, aflăm că suprafața inițială Q are aceeași omologie ca și figura obținută din Q* prin adăugarea celulei zero-dimensionale m , a celulei unidimensionale m , a bidimensional pr (Q), y , , În concluzie, observăm că funcțiile pot fi luate în considerare și pe "suprafețe multidimensionale" (în Problemele , și Exemplele , , sunt luate în considerare "suprafețele tridimensionale") Pe "suprafața" k-dimensională Q există n-}- tipuri de puncte critice nedegenerate (în formulele analoge cu ( ), pot exista , , , n minusuri în partea dreaptă latură) Teorema lui Morse (și dovezile ei luate în considerare) sunt valabile și în acest caz De exemplu, inegalitățile ( ) iau forma (-i)g ~ H > (- ( , r \u d o, I, p APLICARE OBIECTE TOPOLOGICE ÎN CRISTALELE LICHIDE NEMATICE V P Mineev Multe concepte matematice sau chiar teorii întregi, care au apărut în lume, trăiesc mulți ani fără aplicații în afara matematicii în sine Ca exemplu, este suficient să amintim istoria numerelor complexe misterioase care au intrat în fizică și tehnologie la câteva secole după descoperirea lor Până de curând, topologia putea servi ca un bun exemplu de acest fel Cu toate acestea, în ultimul deceniu, au apărut o serie de probleme în mai multe domenii destul de îndepărtate ale fizicii, care au primit formularea și soluția adecvată în limbajul topologiei, ceea ce a făcut posibilă realizarea unor progrese semnificative în ramurile corespunzătoare ale fizicii O ilustrare clară a ceea ce s-a spus este oferită de biofizica polimerilor, care se ocupă de molecule gigantice de proteine și acizi nucleici Având în vedere pozițiile pe care o moleculă le poate ocupa în spațiu, ne confruntăm cu limitările de natură topologică Într-adevăr, o moleculă închisă pur matematic lungă este o linie închisă Știm că astfel de linii formează noduri Diferitele noduri nu pot fi deformate unul în celălalt fără a rupe linia și apoi a lipi capetele împreună Condiția de continuitate a liniilor este asigurată de faptul că pentru a crea o rupere este necesară ruperea legăturilor chimice la un punct dat al lanțului polimeric Costurile energetice ale unui astfel de proces sunt destul de semnificative Prin urmare, la o temperatură suficient de scăzută, probabilitatea de rupere este mică, iar moleculele de polimer pot exista într-o stare cu o anumită configurație a locului pentru un timp aproape nedefinit O întrebare importantă, care parte a moleculelor din numărul total de molecule de o anumită lungime are o anumită configurație de sit, este rezolvată pe baza enumerarii tipurilor de situsuri topologic diferite, cunoscute din topologia algebrică În biofizica polimerilor, moleculele lungi formează ele însele obiecte topologice - noduri În alte domenii ale fizicii, ajungem la obiecte care au proprietăți topologice, care nu mai sunt atât de directe Deci, în teoria lui zero există particule, magem , cu singularități topologice În fizica materiei condensate, stabilitatea unui număr de defecte în structura substanțelor ordonate s-a dovedit a fi legată de topologia: cristale obișnuite și lichide, supraconductori, lichide superfluide și feromagneți În această anexă, ne vom familiariza cu cea mai simplă substanță, a cărei stabilitate a defectelor este de natură topologică Este un cristal lichid nematic, adesea denumit pur și simplu "nematic" Conceptele matematice necesare: indicele unui câmp vectorial, grupul fundamental, gradul unei mapări etc , sunt explicate foarte pe scurt în anexă Definiții exacte și comentarii la acestea pot fi găsite în textul principal al cărții Nematic Un cristal lichid nematic este format din molecule alungite, interacțiunea dintre care tinde să le alinieze paralel unele cu altele La temperaturi ridicate, mișcarea termică împiedică acest lucru și substanța este un lichid obișnuit (Fig , a) La temperaturi sub o anumită valoare critică (valorile tipice ale temperaturilor de tranziție ale zilei de nematică sunt de ordinul a câteva zeci de grade Celsius) într-un lichid Orez apare o direcție preferată, de-a lungul căreia sunt orientate predominant axele moleculelor În acest caz, ca într-un lichid obișnuit, distribuția] centrelor de greutate ale moleculelor nematice rămâne haotică (Fig b) Micile abateri ale axelor moleculelor de la o direcție paralelă între ele sunt asociate cu vibrațiile termice Matematic, direcția de orientare preferată este descrisă folosind un vector unitar d, numit director Un nume special pentru vectorul d este conectat 